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Аннотация. Рассматриваются методы обработки цифровых измерительных сигналов и 
применение их на конкретных сигналах. Приводятся примеры некоторых преобразований 
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Введение 
Цифровая обработка сигналов (ЦОС) – очень быстро развивающая область вычислительной 

техники, которая включает в себя не только программные, но технические средства. Под словом 
«сигнал» теоретически подразумевается носитель данных, в ЦОС за сигнал мы принимаем его мате-
матическое описание. 
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Цель ЦОС заключается в установлении характерных параметров сигнала или его преобразовании 
в ту или иную форму для большего удобства. ЦОС применяется в различных областях начиная от био-
медицины и заканчивая системами передачи данных.  

Очень часто возникает необходимость отделить помехи от полезного сигнала или минимизиро-
вать сам шум, и нам помогают ЦОС и ее методы. 

Wavelet-преобразование 
Вейвлет-преобразование (ВП) представляет обобщенный вариант спектрального анализа. 

Вейвлетами называются математические функции, имеющие определенную форму, вейвлеты полу-
чаются из одной базисной функции различными сдвигами, растяжениями и смещениями по времен-
ной области. В случае комплексных вейвлетов есть базисные вейвлет-функции (ВФ): действительная, 
получившая название «отцовская ВФ», и мнимая ФВ, именуемая «материнская ВФ» [1]. 

К ВФ относятся функции, удовлетворяющие нескольким требованиям: функция должна быть 
локализована, образ ПФ ВФ локализован по частоте, среднее значение ВФ равно нулю [2]. Особенно 
актуальна возможность ВП анализировать нестационарные сигналы. 

Использование различных семейств функций с различными вариантами неопределенности дает 
ВП наибольшую эффективность в решении поставленных задач. Лучше всего использовать финит-
ные функции, принадлежащие к тому же пространству, чем быстрее эти функции стремятся к нулю, 
тем правильнее использовать их как базисные при изучении сигналов [3]. 

Вейвлет-спектрограммы намного информативнее, чем обычная Фурье-спектрограмма, они поз-
воляют анализировать локализованные особенности сигналов [4]. 

Прямое ВП определяется формулой [5]  

 ( ) ( )( ) ( ),
1, , ( )  s a b

t aW a b S t t S t dp
ba

∞

−∞

− = ψ = ψ 
  .  (1) 

Обратное ВП определяется формулой 
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∞ ∞
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где Сψ  – нормирующий коэффициент, 

 ( ) 2 1 | | | |С d
∞

−
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−∞

= ψ ω ω ω .  (3) 

Пример ВП представлен на рис. 1.  

Преобразование Лапласа 
Преобразование Лапласа (ПЛ) заключается в том, чтобы сделать решение уравнений проще. 

Применив ПЛ к дифференциальным и интегральным уравнениям, мы превращаем их в простые ал-
гебраические уравнения, которые решаются методами обычной алгебры, а потом обратным преобра-
зованием превращаем их в решение заданного уравнения [6].  

ПЛ на практике – это обобщение ПФ на случай мнимых частот, позволяющее упростить вы-
числения [7]. Различают прямое, получающееся по формуле (4), и обратное ПЛ, получающееся по 
формуле (5). Для вычисления обратного ПЛ часто используют метод контурного интегрирования.  
ПЛ линейное, и для него справедливы свойства ПФ, за исключением дифференцирования и интегри-
рования [8]. ПЛ по сравнению с ПФ сложнее. Однако они имеют несколько преимуществ: позволяют 
анализировать функции, существующие на ограниченном интервале времени, импульсная характери-
стика линейной системы – это ПЛ от ее передаточной функции [9]. 

Прямое ПЛ 

 ( )
0

 ( ) ptF p f t e dt
∞

−=  .  (4) 
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Рис. 1. Пример ВП 

 
Обратное ПЛ 
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ПЛ также широко применяется в анализе электрических цепей. Записав систему дифференци-
альных уравнений, затем перейдя к изображению, получив их алгебраические уравнения и решив эти 
уравнения, мы получим изображение того, как реагирует цепь [10]. 

Сопоставление ПФ и ПЛ показано на рис. 2. 

Быстрое преобразование Фурье 
Основное применение быстрого преобразования Фурье (БПФ) – спектральный анализ колеба-

ний. С помощью БПФ можно разложить сигнал на гармоники. В основном рассматриваются только 
амплитуды гармоник, в меньшей степени фазы; спектр отображается в виде графика амплитудно-
частотной характеристики (АЧХ) и фазочастотной характеристики (ФЧХ) [11]. 

Любой периодический сигнал или непериодический сигнал, определенный на интервале време-
ни, с добавленным периодическим продолжением, имеющий конечное число максимумов, при усло-
вии абсолютной интегрируемости можно представить в виде интеграла Фурье (6), на практике инте-
грирование ведется только в ограниченной области от 0t  до 0 0t Т+  [12]: 

 [ ] ( )( ) ( ) .j tF s t s s t e dt
∞

− ω

−∞

= ω =    (6) 

Обратное ПФ (7) устанавливает связь между Фурье-образом и оригинальной функцией. Следу-
ет отметить, что прямое ПФ отличает от обратного ПФ только знак под экспонентой, выбор знака – 
это предмет договоренности [13].  

 ( ) ( )1 .
2

j ts t F e d
∞

ω

−∞

= ω ω
π    (7) 

Благодаря ПФ можно переходить от временного представления сигнала к частотному пред-
ставлению. Следует отметить, что ПФ периодического сигнала имеет дискретный спектр, а ПФ от 
непериодического сигнала, в свою очередь, имеет непрерывный спектр [14]. 
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Рис. 2. Сопоставление ПФ и ПЛ 

 
Реализация БПФ требует в 2N  меньше операций умножения комплексных чисел. Это одно из 

главных преимуществ БПФ, именно поэтому вычислительная эффективность БПФ в несколько раз 
выше ДПФ, особенно это заметно, когда количество точек увеличивается до нескольких тысяч [15]. 

БПФ имеет один недостаток, а именно в частотной области особенности сигналов, такие как 
разрывы, ступеньки пики и т.д., «размазываются», что приводит к меньшей информативности изуче-
ния нестационарных сигналов [16]. 

Пример БПФ показан на рис. 3. 
 

 
Рис. 3. Пример БПФ 
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Преобразование Хартли 
Преобразование Хартли (ПХ) – одна из альтернатив ПФ, применяющаяся в задачах спектраль-

ного анализа и фильтрации [17]. Различают как прямое, так и обратное ПХ. Обратное ПХ требует 
точно такой же процедуры вычисления, что и прямое преобразование. Это является его существен-
ным отличием от ПФ [18]. К числу отличий относится и то, что ПХ использует только действитель-
ные числа [18]. ПХ использует вычисления в два раза меньше по сложности, в отличие от ПФ, и 
именно поэтому на практике оно используется вместо ПФ [19].  

ПХ получило широкое распространение в обработке изображений, оно позволяет получить 
большой коэффициент сжатия при обработке насыщенных изображений с минимальными временны-
ми затратами [20]. 

ПХ определяется формулой 

 ( ) ( ) ( )1 ,
2

s s t cas t dt
∞

−∞

 ω  = ω  π    (8) 

где ( ) ( )sin cos( )cas t t tω = ω + ω  – функция Хартли. 
ПХ и ПФ связанны функцией 

 [ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2
H s H s H s H s

F s t j
 ω  +  −ω   ω  −  −ω        = − .  (9) 

Пример ПХ представлен на рис. 4. 
 

 
Рис. 4. Пример ПХ 

Выводы 
ПХ из-за своей простоты предпочтительнее ПФ, обобщенные преобразования Хартли (ОПХ) и 

ППХ базируются на одинаковых вычислениях, ПЛ сложнее ПФ, но имеет два неоспоримых преиму-
щества, БПФ требует вычислений в два раза меньше по сравнению с обычным ПФ. ВС намного точ-
нее, чем ФС. 
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